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Résumé : La Méthode Asymptotique Numérique est utilisée dans cette étude pour détecter d’éventuels points de bifur-
cation stationnaire et calculer les branches solutions émanant de ces derniers. L’étude est réalisée dans le cadre des équations
de Navier-Stokes tridimensionnelles régissant l’écoulement de fluide Newtonien incompressible. L’implémentation est réalisée
au sein d’ELMER, un logiciel open-source de simulation multi-physiques par éléments finis.
Abstract : The asymptotical numerical method is used in this work to detect steady bifurcation points and compute
the associated post-bifurcated branches. This study is performed within the framework of three-dimensional Navier-Stokes
equation of incompressible Newtonian fluid flows. Implementation is carried out in ELMER, an open source multiphysical
simulation software based on finite element method.
Mots clefs : Méthode Asymptotique Numérique, bifurcation stationnaire, branche post-bifurquée, Navier-Stokes,
tridimensionnel, Elmer
L’étude de la stabilité des écoulements est primordiale dans de nombreux domaines. La perte de symétrie d’un écoulement
en un point de bifurcation est détectable numériquement en étudiant les équations de Navier-Stokes discrétisées. L’utilisation
de la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) pour la détection de points de bifurcations stationnaires et le suivi par con-
tinuation des branches solutions associées a été décrit pour les équations de Navier-Stokes en dimension spatiale égale à 2 dans
les travaux [1] et [2]. On propose ici de réaliser une comparaison de différents indicateurs de bifurcation stationnaire dans le
cas d’écoulements tridimensionnels (3D).
Plusieurs étapes sont nécessaires afin de réaliser une détection de ces points singuliers. Tout d’abord la continuation
est effectuée via la MAN par une approximation polynomiale en série d’une branche solution. Dans [2], les auteurs ont
démontré qu’une progression géométrique dans les termes de cette série est synonyme de bifurcation stationnaire dans la
branche solution en cours de continuation. Ainsi, la détermination d’un point de bifurcation est immédiate grâce à l’analyse des
termes de la solution asymptotique. Cette analyse permet également de connaître le mode droit de bifurcation. On comparera
les résultats donnés par cette technique avec ceux obtenus par des méthodes classiquement utilisées dans le cadre de laMéthode
Asymptotique Numérique. Une fois ces points singuliers déterminés, des techniques de calculs de branches bifurquées sont
introduites comme dans [1].
L’implémentation de ces méthodes est réalisée au sein du logiciel de calcul multi-physique par élément finis "ELMER
FEM" via un "User Defined Solver" [3].
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Figure 1: Domaine fluide et contour de l’expansion soudaine
tridimensionnelle, avec le ratio d’expansion E = H/h et
d’envergure Ai =W/h.
Ai Rec [Réf.] Rec étude
∞ (2D) 81 [4] 80
6 113 [4] 112
3.5 ∼ 145 [5] 150
3 171 [6] 169
Table 1: Reynolds critique pour le cas E = 3
et différents ratio d’envergure Ai. Le calcul bidi-
mensionnel (2D) peut-être vu comme un cas (3D)
avec des mur latéraux placés à l’infini.
La validation de ces techniques est réalisée sur des écoulements internes comme par exemple l’expansion soudaine décrite
en Fig.1. Ce cas produit des bifurcations stationnaires par brisure de symétrie. Les nombres de Reynolds critiques de la
première bifurcation fourche simple, ainsi que la topologie des écoulements, sont confrontés aux résultats de la littérature [4,
5, 6]. Le cas test présenté a les conditions aux limites suivantes : un profil de vitesse établi est imposé à l’entrée de l’expansion,
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une pression nulle en sortie et une condition de non-glissement est imposée sur les murs. Le nombre de Reynolds est défini
comme Re = Umaxhν , avec la vitesse maximum du profil imposé Umax, la hauteur d’entrée h et la viscosité dynamique du
fluide ν.
Les paramètres critiques pour les écoulements bidimensionnels et tridimensionnels présentés en Tab.1 sont en accord avec
ceux de la littérature. Par ailleurs, nous constatons l’effet stabilisant des petit ratio d’aspect en envergure sur le nombre de
Reynolds critique de la première bifurcation stationnaire. La continuation des branches solutions émanant du point singulier
nous permet de tracer un diagramme de bifurcation en Fig.2 en utilisant la vitesse en un point particulier de l’écoulement. Les
deux tangentes au point de bifurcation fourche simple sont représentées schématiquement sur ce diagramme.
−0.05
−0.04
−0.03
−0.02
−0.01
 0
 0.01
 0.02
 0.03
 0.04
 0.05
 40  60  80  100  120  140  160  180
Co
m
po
sa
nt
e 
Y 
de
 la
 v
ite
ss
e 
au
 p
oi
nt
 P
1
Nombre de Reynolds
Solution
symétrique
Solution
antisymétrique
Point de
bifurcation
U1
b2
U1
b1
Figure 2: Diagramme de bifurcation stationnaire dans le cas
de l’expansion soudaine de ratio E = 3 et Ai = 6. La vitesse
uy est obtenue en un point représentatif P1 choisi sur l’axe x.
Figure 3: Coupe et ligne de courant des vecteurs nécessaire à
la détermination des tangentes au point singulier par réduction
de Lyapunov-Schmidt. De haut en bas: mode droit et gauche
de bifurcation ainsi qu’une solution particulière.
L’implémentation de techniquesMANpour les écoulements stationnaires tridimensionnel de fluideNewtonien incompress-
ible dans le logiciel multi-physique Elmer est ainsi validée. Puis, différentes méthodes de détection de points de bifurcation
simple par brisure de symétrie sont présentées et aboutissent à des résultats équivalents en termes de paramètres critiques et
en parfait accord avec ceux de la littérature. Il convient de noter que d’autres bifurcations primaires sont détectées ainsi qu’un
cas de bifurcation simple secondaire brisant la symétrie d’envergure. Dans ce dernier cas les deux symétries planaires du cas
étudié sont brisées ce qui constitue un résultat intéressant.
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